XIV moksleivių informatikos olimpiada          III  etapo II  dalis             SPRENDIMAI


268. LOŠIMAS (VIII–IX klasėms)
Sprendimą parengė: Justas Kranauskas.

Sprendimo idėja. 

Jeigu iki skaičiaus didsuma liko 7 taškai, tai, kad ir kiek taškų pasirinksime, priešininkas tikrai atvers tokį, kad abiejų kauliukų suma bus lygi 7. 

Vadinasi priešininkas visada laimės ir likus 7n taškų, lygiai po n ėjimų, kiekviename jų pasirinkdamas tokį taškų kiekį, kad po jo ėjimo visada liktų septyneto kartotinis taškų skaičius. Todėl likus 7n taškų, galima rinktis bet kokį ėjimą, nes pergalė jau priešininko rankose.

Likus bet kokiam kitam taškų skaičiui žaidimo laimėtojas nustatomas jau pirmuosiuose ėjimuose, t.y. pirmųjų ėjimų tikslas – priversti priešininką atsidurti situacijoje, kad liktų surinkti lygiai 7n taškų, arba kad jis neturėtų ėjimo pastatančio Jus į šią nepatogią situaciją.

Jei abu žaidėjai žaidžia optimaliai ir Didsuma ( 7n, visada laimi antrasis žaidėjas, priešingu atveju (jei Didsuma kitokia) – pirmasis. 

Panagrinėkime, kaip žaisti, jei priešininkas žaidžia neoptimaliai, tačiau negalite padaryti ėjimo, kad liktų 7n taškų (nes negalite kartoti priešininko ėjimo). Sakykime, iki 7n liko X taškų. Jei X lyginis, tuomet pasirenkate ėjimą X div 2. Jei X nelyginis – tuomet renkamės (X+7) div 2. 

Pavyzdžiui, Didsuma = 15. Priešininkas atlieka ėjimą 4. Lieka 11. Jei atliktumėte ėjimą  4, liktų 7 taškai ir Jūs laimėtumėte. Deja, negalite pasirinkti to paties skaičiaus, kurį jau buvo pasirinkęs priešininkas. 

Šiuo atveju laimėsite pasirinkę (4+7) div 2(6. Nes priešininkui teks rinktis mažesnį skaičių nei 6. 

Panagrinėkime tokį pavyzdį: Didsuma ( 28; o pirmasis priešininko ėjimas – 4;.

Reikia surinkti 28–4( 24 taškus; Artimiausias 7-ių kartotinis yra 21. Taigi, atverčiate 3 taškus; 

Sakykime, priešininkas atverčia 4 taškus; Reikia surinkti dar 21–4(17 taškų. Artimiausias 7-ių kartotinis yra 14; Taigi, vėl atverčiame 3 taškus. Ir.t.t. Žaidimo pavyzdys pateiktas žemiau esančioje lentelėje:

	Ėjimo nr.
	Jūsų ėjimas
	Priešininko ėjimas
	Didsuma– Suma
	Suma
	Didsuma

	
	
	
	28
	0
	28

	1
	
	4
	24
	4
	28

	2
	3
	
	21
	7
	28

	3
	
	4
	17
	11
	28

	4
	3
	
	14
	14
	28

	5
	
	6
	8
	20
	28

	6
	1
	
	7
	21
	28

	7
	
	2
	5
	23
	28

	8
	5
	
	0
	28
	28


Jeigu žaidžiate optimaliai, šioje situacijoje Jūsų priešininkas laimėti negali. 

271. SIMBOLIŲ KEITIMAS (X–XII klasėms)
Uždavinio autorė: Jūratė Skūpienė.

Sprendimą parengė: Martynas Kriaučiūnas.
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Sprendimo idėja. Duotą situaciją patogiausia pavaizduoti grafu. Raidės yra grafo viršūnės, o keitinys – lankas. Pavyzdžiui, reikia atlikti tokius keitinius:

[image: image24.png]@




Tokius keitinius atitinka grafas: 

Gausime ne bet kokį orientuotą grafą. Grafas visada pasižymės tokiomis savybėmis:

· Iš kiekvienos viršūnės išeis lygiai vienas lankas;

· Į viršūnę gali ateiti vienas lankas, daug lankų arba nė vieno lanko;

· Grafas gali būti jungus, gali būti nejungus;

· Grafe gali būti tarpusavyje nesusijusių ciklų (ciklai tarpusavyje susipinti negali, nes tada iš vienos viršūnės turėtų išeiti keli lankai).

Jeigu grafe yra nors vienas ciklas, negalima keitimų surikiuoti taip, kad gautume norimą rezultatą. Jeigu grafe ciklų nėra, tada grafą sudaro miškas. Tuomet reikia pakeisti visų lankų kryptis, atskirai imti kiekvieną medį, ir keitimus atlikti pradedant nuo viršūnės.

Galimas ir kitoks sprendimo būdas (neformuojant medžio). Algoritmą suskirstysime į žingsnius, kuriuos kartosime, kol rasime sprendinį:

1. Jeigu grafe nebėra lankų – radome sprendinį.

2. Jeigu grafe yra lankų, randame viršūnę V, iš kurios neišeina nė vienas lankas. Jeigu tokių viršūnių nebėra, tada sprendinys neegzistuoja;

3. Atliekame keitimus, kuriuos atitinka lankai ateinantys į viršūnę V. (Paaiškinimas: kadangi iš viršūnės V neišeina nė viena briauna (šios raidės nereikės keisti į jokią kitą), todėl nesugadinsime turimo teksto).

4. Panaikiname lankus, įeinančias į nagrinėjamąją viršūnę.

5. Pereiname į pirmą žingsnį.

266. APIE ERDIOŠO HIPOTEZĘ (VIII–IX klasėms)
Uždavinio autorius: Juvencijus Mačys.

Sprendimą parengė: Eigminas Dagys.

Sprendimo idėja. Reikia bandyti perrinkti visus įmanomus variantus. 

Sąlygoje jau buvo duoti du patarimai, kaip sumažinti perrinkimą: pirmasis (didžiausias) dėmuo 1/n1 turi būti didesnis už 1/3 pradinio skaičiaus. Antrasis (vidutinis) dėmuo – didesnis už pusę likučio, t.y. už : 
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Pabandysime pagrįsti šį patarimą. Kadangi yra trys skirtingi dėmenys, akivaizdu, kad pirmasis (didžiausias) dėmuo turi būti didesnis už 1/3 pradinio skaičiaus. Jeigu didžiausias dėmuo bus mažesnis už trečdalį skaičiaus, tuomet sudėję tris dėmenis, gausime trupmeną, mažesnę už 4/n.

Jei mažiausias dėmuo bus lygus trečdaliui trupmenos 4/n, tuomet nors vienas likusių dėmenų bus didesnis už trečdalį trupmenos 4/n (antras ir trečias dėmuo sutapti negali) ir gauname prieštaravimą: antras dėmuo didesnis už pirmąjį (didžiausią). 

Analogiškai galime pagrįsti ir antrąjį patarimą. 

Kadangi 
[image: image2.wmf]1

n

,  
[image: image3.wmf]2

n

 ir 
[image: image4.wmf]3

n

 yra natūralieji skaičiai, remdamiesi šiais dviem patarimais, galime rasti jų kitimo rėžius, priklausomai nuo n. Tai padarome išreikšdami kiekvieną iš jų pagal aukščiau duotus apribojimus. 
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  Pertvarkę gauname: 
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 Be to, pirmasis dėmuo negali būti didesnis už 4/n. Gauname: 
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 Pertvarkome: 
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 Sujungę abi nelygybes gauname n1 rėžius:
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Dabar nustatykime n2 rėžius: 
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;  Pertvarkę gauname: 
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Iš kitos pusės antrasis dėmuo turi būti mažesnis už pirmąjį. Gauname:
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Turėdami pirmą ir antrą dėmenį iš karto galime apskaičiuoti trečiąjį: 
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Keblesnės situacijos: 

· 4(n1 – n ( 0; Tai reiškia, kad 
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 Tokiu atveju sprendinių būti negali, taigi ir n2 rėžių nustatyti nereikia. Reikia imti tolesnę n1 reikšmę.
· 4n1n2 – nn2 – nn1 ( 0; Tai reiškia, kad 
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 ir sprendinio būti irgi negali.

Žinodami 
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rėžius ir atsižvelgdami į keblesnes situacijas atliekame pilną perrinkimą ir kiekvieną kartą bandome apskaičiuoti n3. Jeigu gautas 
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 yra sveikasis skaičius ir didesnis už n2, vadinasi gavome sprendinį: 
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Pastaba. Su duotais duomenimis sprendimas veiks pakankamai greitai, jei ir nebus skaičiuojami rėžiai. Užtenka atsižvelgti į sąlygoje nurodytus 1/n1 ir 1/n2 rėžius, bei neužmiršti, kad antras dėmuo turi būti mažesnis už pirmąjį, o trečiasis – už antrąjį.

267. DŽIUNGLIŲ KIRTIMAS. (VIII–IX klasėms)
Uždavinio autorius: Justas Kranauskas.

Sprendimą parengė: Justas Kranauskas.
Sprendimo idėja. Atmetę gražią istoriją gauname...

Duota:

· dvimatis masyvas IxP (iš I eilučių ir P stulpelių), užpildytas skaičiais nuo 0 iki 255;

· ieškomos aikštelės dydis – MxN (M eilučių ir N stulpelių).

Rasti:

· iš kiekvieno masyvo taško atidėti aikštelę, jeigu tai galima padaryti (t.y. kad ji neišsikištų iš džiunglių), rasti joje žemiausią ir aukščiausią medžius bei visų medžių aukščių vidurkį;

· iš visu aikštelių išrinkti tą, kurioje sąlygoje nurodytas santykis yra didžiausias.

Kadangi džiunglės gali būti labai didelės, o aikštelė irgi bus didelė, tai skaičiuoti santykio komponentes (min, max ir vid) kiekvienoje aikštelėje gali užtrukti šiek tiek ilgiau negu gali laukti protestuotojai. 

Nuolatinio perskaičiavimo galima išvengti tokiu būdu. Tarkime turime džiungles su tokiais medžių aukščiais:

	1
	2
	3
	4
	5

	 6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15


Reikia rasti aikštelės kirtimo vietą, kurios ilgis (arba aukštis) – 2, o plotis 3. Atidedame aikštelę džiunglėse nuo kairiojo viršutinio kampo (koordinatės (1; 1)):

	1
	2
	3
	4
	5

	 6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15


Įsimename:

1. Medžių aukščių sumą aikštelėje – sum := (1 + 2 + 3 + 6 + 7 + 8) = 27. Turėdami šią sumą galime rasti vidutinį medžių aukštį aikštelėje;

2. Kadangi medžių aukščiai kinta tik nuo 0 iki 255, sudarome masyvą iš 256 elementų įsiminti kiek kokio dydžio medžių yra aikštelėje. Jeigu atitinkamo aukščio medžio aikštelėje nėra, tada atitinkamo masyvo elemento reikšmė lygi 0. Taigi įsimename, kad yra po vieną medį, kurių aukščiai – 1, 2, 3, 6, 7, 8. Surandame žemiausią ir aukščiausią medžius.

	aukštis
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	…

	kiekis
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Atidedame aikštelę džiunglėse nuo koordinatės (1; 2),

	1
	2
	3
	4
	5

	 6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15


Matome, kad dauguma medžių aikštelėje kartojasi, todėl mums tereikia:

1. Šiek tiek pakoreguoti anksčiau rastą medžių aukščių sumą aikštelėje tokiu būdu: 
sum := sum – (1 + 6) + (4 + 9);

2. Atnaujinti lentelę su visų galimų aukščių medžių kiekiais.
Mūsų pavyzdžio atveju atnaujinta lentelė pateikta žemiau. Vėl surandame žemiausią ir aukščiausią medį. Blogiausiu atveju teks peržiūrėti visus įmanomus medžių aukščius nuo 0 iki 255 (o jei aikštelė būtų 100(100 ir nenaudotume papildomo masyvo vienodų aukščių medžiams skaičiuoti, reikėtų patikrinti 10000 reikšmių).

	aukštis
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	…

	kiekis
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Taip aikštelė slenkama į dešinę ir perskaičiuojama suma ir kitos reikiamos santykio komponentės. 

Kai reikia, analogiškai aikštelė paslenkama žemyn per džiungles. Taip slenkame, kol peržiūrime visas galimas pozicijas aikštelės kirtimui.
270. DĖŽĖS. (VIII–IX klasėms)
Uždavinio autorius: Vilius Visockas.

Sprendimą parengė: Martynas Kriaučiūnas.

Sakykime, kad X didelių dėžių užpildomos vidutinėmis dėžėmis ir Y vidutinių dėžių užpildomos mažomis dėžėmis. Tada bus išvežta M didelių dėžių, X(N1 vidutinių dėžių ir Y(N2 mažų dėžių. 

Tuščių išvežamų dėžių skaičius bus toks: 

· Tuščių didelių dėžių: M – X; 

· Tuščių vidutinių dėžių: X(N1 – Y; 

· Tuščių mažų dėžių: Y(N2; (išvežamos mažos dėžės visada tuščios);

Iš viso tuščių pervežtų dėžių bus: (M – X) + (X(N1 – Y) + Y(N2 = K; O bendras pervežtų dėžių skaičius P lygus: P(M + X(N1 + Y(N2
Kadangi šioje lygtyje yra 2 nežinomieji (X ir Y), parinkus tarkime X reikšmę iš karto apskaičiuojame Y reikšmę. Todėl užtenka perrinkti tik visas galimas X reikšmes. Y reikšmė apskaičiuojama pagal formulę:
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Kiekvienai X ir Y porai reikia patikrinti, ar: 

· Y – sveikas skaičius, 

· Y ≥ 0, 

· Y ≤ X(N1. 

Problematiškos situacijos: 

· N2 = 1. Formulės automatiškai taikyti negalima, nes tada tektų dalinti iš 0. Įstatome N2 = 1 ir gauname lygtį: M – X + X(N1 = K. Iš karto galime rasti 
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; Kadangi Y galime parinkti laisvai (jis lygus užpildytų vidutinių dėžių skaičiui), o mums reikia rasti maksimalų išvežamų dėžių skaičių, tai užpildome visas vidutines dėžes. T.y. Y(X(N1;

· Panaši problema gali iškilti ir kai N1 = 1, tačiau, sprendžiant uždavinį aprašomu algoritmu, yra perrenkamos visos galimos X reikšmės, taip išvengiant šios problemos. 
Iš kitos pusės galime irgi neperrinkinėti visų reikšmių, o iš karto apskaičiuoti Y ir parinkti X(M. 

· Jei N1 = 1 ir N2 = 1, tada tuščių dėžių skaičius privalės sutapti su didelių dėžių skaičiumi, t.y. K(M. Šį atvejį analizuoja tolesnis punktas.

· K(M; 

· N1>1; Išvežamos vien didelės dėžės: P(M; 
· N1(1; N2>1; Tada į kiekvieną didelę dėžę įdedame po vieną vidutinę dėžę. T.y. P(2(M;

· N1(1; N2(1;. Į visas dideles dėžes bus dedama po vieną vidutinę, o į visas vidutines – po vieną mažą. T.y. P(3(M.

272. KVADRATAI. (X–XII klasėms)
Uždavinio autorius: Irus Grinis.

Sprendimą parengė: Irus Grinis.

Sprendimo idėja. Pastebėkime, kad taškų nėra labai daug (tik 1000). Paėmę bet kurią taškų porą, lengvai galime lengvai patikrinti, ar jie sudaro kokio nors kvadrato kraštinę. 
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Sakykime, pirmojo taško koordinatės (x1, y1), antrojo – (x2, y2). Ir šie taškai yra kvadrato kraštinės. Tuomet kitų kvadrato kraštinių koordinatės bus: 

x3(x1–(y2– y1); y3(y1+(x2– x1);

x4(x2–(y2– y1); y4(y2+(x2– x1);
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Tačiau kvadratas gali būti brėžiamas ir į kitą pusę. Tokiu atveju jo kitų dviejų viršūnių koordinatės būtų:

x3(x1+(y2– y1); y3(y1–(x2– x1);

x4(x2+(y2– y1); y4(y2–(x2– x1);

Antrąjį atvejį reikia tikrinti tik tada, kai pirmuoju atveju kvadrato sudaryti nepavyko. 

Taigi, tereikia perrinkti visas įmanoma taškų poras ir išrinkti didžiausią gautą kvadratą. Turint vienos kvadrato kraštinės taškus (x1, y1) ir (x2, y2), plotas apskaičiuojamas pagal formulę: |x2–x1|2+|y2–y1|2.

Pastabos apie realizaciją.

· Visų įmanomų porų perrinkimo eilė būtų O(N2). Tačiau nėra taip paprasta patikrinti, ar nurodytoje vietoje yra taškas, ar ne: reikia patikrinti visus taškus.

· Greičiau nustatysime ar duotoje vietoje yra taškas, jei surikiuosime taškus tam tikra tvarka. Taškus rikiuojame koordinatės X didėjimo tvarka, o taškus su vienoda koordinate X – koordinatės Y didėjimo tvarka. 

· Surikiuotame masyve taško ieškosime taikydami dvejetainę paiešką. 

· Kadangi dvejetainės paieškos algoritmo eilė yra O(logN), tai viso sprendimo eilė bus O(N2 logN).

273. SEIMAS. (X–XII klasėms)
Uždavinio autorius: Irus Grinis.

Sprendimą parengė: Irus Grinis ir Jūratė Skūpienė.

1. Kiek bus posėdžių, jei žinomas suskirstymas frakcijomis. 

Sakykime, kad seimo nariai jau susiskirstė frakcijomis. Panagrinėkime, kokio ilgumo bus seimo kadencija. Paimkime paprastą pavyzdį su trimis frakcijomis, turinčiomis 2, 3 ir 4 narius:

	1 frakcija
	2 frakcija
	3 frakcija

	Pilypukas

Bratka
	Kazytė

Onytė

Marytė
	Algirdas

Povilas

Mykolas

Motiejus


Jei būtų tik pirma frakcija, galėtų įvykti 2 posėdžiai. Jei būtų pirma ir antra, tada galėtų įvykti 2(3(6 posėdžiai. Jei prisidėtų dar ir trečia frakcija, tai į pirmus 6 posėdžius, 3-ia frakcija, galėtų siųsti pirmą narį. 

	1 posėdis
	2 posėdis
	3 posėdis
	4 posėdis
	5 posėdis
	6 posėdis

	Pilypukas

Kazytė

Algirdas
	Bratka

Kazytė

Algirdas
	Pilypukas

Onytė

Algirdas
	Bratka

Onytė

Algirdas
	Pilypukas

Marytė

Algirdas
	Bratka

Marytė

Algirdas


Į kitus 6 posėdžius siųsti antrą narį ir t.t. Viso įvyktų 2(3(4 ( 24 posėdžiai.

Taigi, posėdžių skaičius (tuo pačiu ir kadencijos trukmė) lygi visų frakcijų narių skaičiaus sandaugai: N1(N2(…(NM (čia M – frakcijų skaičius, Ni – narių skaičius I-oje frakcijoje). 

Uždavinį performuluojame kitaip: Skaičių N užrašykite teigiamų sveikųjų skirtingų skaičių suma taip, kad jų sandauga būtų kuo didesnė.

2. Kada skaičių sandauga didžiausia.

Šį uždavinį galime bandyti spręsti dinaminio programavimo metodu. Tačiau tam reiktų sudaryti N(N/2 dydžio lentelę. Kadangi N gali būti pakankamai didelis (iki 106), atminties tikrai neužteks. Šis algoritmas įveiktų tuos du trečdalius testų, kuriuose N(200;

Sakykime, turime skaičių X. Jį galime užrašyti dviejų skaičių suma: X(a+b. Paprastumo dėlei susitarkime, kad b(a. Panagrinėkime, kada X>a(b. 

Gauname: a+b>a(b. Dalijame iš b: 
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. Didžiausia trupmenos a/b reikšmė lygi 1. Taigi, X>a(b tik tada, kai a < 2. 

Pavyzdžiui, 15 ( 4+11;  15 < 4(11;

15(1+14; 15>1(14

Galime padaryti išvadą. Sakykime, N išskaidėme sveikųjų teigiamų skaičių suma. Šių dėmenų sandauga ly​gi S. Jei kažkurį dėmenį D galime užrašyti dviejų teigiamų skaičių suma D ( a+b ir a(1 bei b(1, tai gau​sime naują N išskaidymą sveikaisiais skaičiais, kurių sandauga bus dar didesnė (ar lygi, jei a(b(2) už S.

Pavyzdžiui:, N ( 16 ( 4+5+7; Sandauga S ( 4(5(7(140;

Dėmenį 7 galime išskaidyti taip: 7(3+4; Gauname naują išskaidymą: N ( 16 ( 4+5+3+4; Ir naują sandaugą: Snauja(4(5(3(4(240;

Visus dėmenis didesnius už 2-tus ir 3-tus galime išskaidyti ir gauti dar didesnę sandaugą. Taigi, sandauga gali būti didžiausia tik tada, kai visi ją sudarantys dėmenys lygūs dvejetams ir/ar trejetams.

Tačiau sąlygoje reikalaujama, kad visi N dėmenys būtų skirtingi. 

Jeigu N galime užrašyti tokia suma: N ( 2+3+4+5+…+(M-1)+M, tai toks išskaidymas ir duos didžiausią dėmenų sandaugą. Skaičių N+(M+1) išskaidysime į daugiau dėmenų: 
N+(M+1) ( 2+3+4+5+…+(M-1)+M+(M+1);

Tačiau, kyla klausimas, kaip optimaliausiai išskaidyti skaičius N+1, N+2, …N+M; Akivaizdu, kad dėmenų skaičius bus lygus M-1. Tačiau kuriuos dėmenis reikia padidinti?

Jei X(a+b; sandauga a(b bus tuo didesnė, kuo a ir b artimesni vienas kitam. 

Pavyzdžiui:

N(16(2+14; S(2(14(28;

N(16(3+13; S(3(13(39;

N(16(4+12; S(4(12(48;

…

N(16(8+8; S(8(8(64;

Taigi, jei N ( 2+3+4+5+…+(M-1)+M; gauname:

N+1 ( 2+3+4+5+…+(M-1)+(M+1);

N+2 ( 2+3+4+5+…+(M)+(M+1);

…

Visa tai vaizdžiai iliustruojame lentelėje:

	N
	N suskaidymas (arba narių skaičius frakcijose)

	14
	2 3 4 5

	15
	2 3 4 6

	16
	2 3 5 6

	17
	2 4 5 6

	18
	3 4 5 6

	19
	3 4 5 7

	20
	2 3 4 5 6    (jau „kitas“ M)


SEIMAS

2 sprendimas 
Uždavinio autorius: Irus Grinis.

Sprendimą parengė: Jūratė Skūpienė.

1. Kiek bus posėdžių, jei žinomas suskirstymas frakcijomis. 

Sakykime, kad seimo nariai jau susiskirstė frakcijomis. Panagrinėkime, kokio ilgumo bus seimo kadencija. Paimkime paprastą pavyzdį su trimis frakcijomis, turinčiomis 2, 3 ir 4 narius:

	1 frakcija
	2 frakcija
	3 frakcija

	Pilypukas

Bratka
	Kazytė

Onytė

Marytė
	Algirdas

Povilas

Mykolas

Motiejus


Jei būtų tik pirma frakcija, galėtų įvykti 2 posėdžiai. Jei būtų pirma ir antra, tada galėtų įvykti 2(3(6 posėdžiai. Jei prisidėtų dar ir trečia frakcija, tai į pirmus 6 posėdžius, 3-ia frakcija, galėtų siųsti pirmą narį. 

	1 posėdis
	2 posėdis
	3 posėdis
	4 posėdis
	5 posėdis
	6 posėdis

	Pilypukas

Kazytė

Algirdas
	Bratka

Kazytė

Algirdas
	Pilypukas

Onytė

Algirdas
	Bratka

Onytė

Algirdas
	Pilypukas

Marytė

Algirdas
	Bratka

Marytė

Algirdas


Į kitus 6 posėdžius siųsti antrą narį ir t.t. Taigi, viso įvyktų 2(3(4 ( 24 posėdžiai.

Taigi, posėdžių skaičius (tuo pačiu ir kadencijos trukmė) lygi visų frakcijų narių skaičiaus sandaugai: N1(N2(…(NM (čia M – frakcijų skaičius, Ni – narių skaičius I-oje frakcijoje). 

Uždavinį performuluojame kitaip: Skaičių N užrašykite teigiamų sveikųjų skirtingų skaičių suma taip, kad jų sandauga būtų kuo didesnė.

2. Kada skaičių sandauga didžiausia.

Šį kartą uždavinį spręsime dinaminio programavimo metodu. Be abejo, šis sprendimas netiks labai dideliam N. Tačiau tai gražus dinaminio programavimo pavyzdys, kurį vertėtų išsiaiškinti.

Sudarysime dvimatę lentelę, kur san[M, d] lygi didžiausiai M dėmenų sandaugai, kai didžiausias tos sandaugos dėmuo neviršija d. 

Panagrinėkime paprastą pavyzdį. Sakykime, N(9; d yra maksimalus daugiklis. Jis gali kisti nuo 1 iki N.

Pabandykime sudaryti lentelę san. 
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Pirmiausia akivaizdu, kad san[M, d](0, jei d > M. (nes sudedant teigiamus skaičius dėmuo negali būti didesnis už sumą). Tos lentelės dalies galime iš viso nenagrinėti.

Taip pat akivaizdu, kad san[M, M] (M. T.y. seime yra tik viena frakcija, kuriai priklauso visi seimo nariai. Tada posėdžių skaičius lygus seimo narių skaičiui.

Visi M dėmenys turi būti skirtingi. Taigi, jeigu M(2, san[M,1](0; Jeigu M(4, san[M,2](0;  Skaičių nuo 1 iki d suma lygi 
[image: image23.wmf]2

)

1

(

+

´

d

d

sum

d

 (ją galime apskaičiuoti pagal aritmetinės progresijos formulę). Taigi, jeigu M>sumd, san[M, d](0;

Taip pat lengvai apskaičiuojame sum[M,M-1](M-1; Nes M(1+(M-1)
Pildysime lentelę toliau.
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Matome, kad pirmos keturios lentelės eilutės užpildytos. Pildysime lentelę nuo penktos eilutės. Sakykime, reikia užpildyti elementą san[M, d]. Jis lygus:

san[M, d] ( d(max {san[N-d, I], i(1, 2…d-1};

Penktoje eilutėje trūksta tik vieno nario. san[5, 3]. 

san[5, 3] ( 3( max {san[2, I], i(1, 2}. 
Gauname san[5, 3] ( 3(2(6;

Pildome šeštą eilutę: 

san[6, 4] ( 4( max {san[2, I], i(1, 2, 3}. 
Gauname san[6, 4] ( 4(2(8;

Pildome septintą eilutę:

san[7, 4] ( 4( max {san[3, I], i(1, 2, 3}. 
Gauname san[7, 4] ( 4(3(12;


Taip skaičiuojant dažnai prireikia maksimalaus elemento iš jau apskaičiuotų eilučių. kad nereiktų kiekvieną kartą iš naujo ieškoti maksimumo, paprasčiausia sukurti lentelę Did[I, J]. Lentelės elementas rodytų kuriame I-osios eilutės stulpelyje įrašytas didžiausias skaičius ir pirmųjų J šios eilutės stulpelių. 

Jei visi I-osios stulpeliai nuo 1 iki J užpildyti nuliais (t.y. nėra sprendinio), tuomet tegul ir did[I, J](0. tai reiškia, kad tokiems I ir J sprendinio nėra. 

Mūsų pavyzdžiui užpildyta lentelė did atrodytų taip:

Lentelė did ir rodo kiekvienos frakcijos narių skaičius. Pvz. did[8, 8](5. Tai reiškia, kad jei seime yra 8 nariai, į didžiausią frakciją turėtų susiburti 5 nariai. 

Užpildžius abi lenteles belieka iš jų gauti rezultatą. 

N(9. Didžiausias galimas posėdžių skaičius lygus nurodytas N-os eilutės 4-ame stulpelyje : 
did[N, N]( did[9, 9](4, o san[9,4](24; Bet mums reikia rasti ne posėdžių skaičių, o narių skaičių frakcijose.

Taigi, didžiausia frakcija turės 4 narius. did[9-4, 3] ( did[5, 3](3; Antra pagal didumą frakcija turės 3 narius. Toliau skaičiuojame: did[5-3, 2](did[2, 2](2. Trečioji pagal didumą frakciją turės 2 narius. 

Gauname N(9(2+3+4(24. 
Šis sprendimas turi vieną trūkumą – posėdžių skaičius, kai N didesnis (pvz. lygus 108) jau viršija maxlongint.
269. VIRUSAI. (X–XII klasėms)
Uždavinio autorius: Dr. Jonas Blonskis.

Sprendimą parengė: Dr. Jonas Blonskis.

Sprendimo idėja. Kompiuterių tinklas vaizduojamas grafu, kuriame viršūnės, atitinkančios kompiuterius, yra dviejų tipų: T (yra antivirusinė programa) ir N (nėra). Briaunos atitinka ryšius. Uždavinio sprendimui patogu pasinaudoti incidencijų matrica, kurios stulpeliai atitinka viršūnes, o eilutės – briaunas. Kiekvienoje eilutėje yra du vienetukai, žymintys, kurias viršūnes jungia briauna. Kitos reikšmės eilutėje yra nuliai. Kadangi viršūnės yra dviejų tipų, reikalinga papildoma eilutė, kurioje vienetukais pažymimos viršūnės tipo T. Kitos viršūnės žymimos nuliukais.

Iš viršūnės nr. A skleidžiama banga. Kai jos eilinis frontas pasieks viršūnę nr. B, gausime teigiamą atsakymą. Bangos fronto eilės numeris parodys, per kiek laiko vienetų pasiektas tikslas. Jeigu naujas frontas jau negali pasiekti nei vienos viršūnės (fronto sąrašas tuščias), tuomet atsakymas neigiamas, - viršūnė nr. B nepasiekta. Uždaviniui spręsti pakanka turėti du gretimus frontus: V1 – suformuotą, ir V2 – naujai formuojamą. Pradžioje V1 turi tik vieną viršūnę A. 

Incidencijų matricoje fronto V1 viršūnių stulpeliuose vienetukai žymi ryšius, kuriais virusas iškeliauja. Briaunos (ryšio) antras vienetukas parodo, į kurias viršūnes (kompiuterius) ateina virusas. Tos naujos viršūnės sudaro V2 sąrašą. Iš incidencijų matricos šalinamos nagrinėtos briaunos. Tai atitinka ryšio atjungimą iš abiejų galų. Jeigu fronto V2 sąraše nėra viršūnės nr. B ir V2 nėra tuščias, tai koreguojamas fronto V2 sąrašas: pašalinamos viršūnės, kurios turi požymį T (virusas sunaikinamas tą viršūnę atitinkančiame kompiuteryje). Tokios viršūnės požymis T pakeičiamas į N (sunaikinama antivirusinė programa). V2 perrašomas į V1 ir valomas. Formuojamų V2 skaičius bus laiko vienetų, per kuriuos bus pasiektas tikslas, skaičius.

Realizacija. Incidencijų matricą K, frontų sąrašus, viršūnių požymių sąrašus vaizduojame masyvais, kurių elementai 1 ir 0 (juos atitinkančios loginės reikšmės True ir False). Matricos K stulpelių skaičius lygus viršūnių skaičiui. Ryšių skaičius nežinomas. Aišku, kad duomenų sąraše kiekvienas ryšys bus paminėtas du kartus. Taigi, perskaičius eilinės viršūnės nr. a1 ryšį į viršūnę nr. sk, reikia patikrinti, ar jau yra eilutė su tokiu ryšiu. Jeigu nėra, matrica gale papildoma nauja eilute. Jeigu viršūnė a1 yra tipo T, tuomet pažymime ją sąraše V3. Frontų sąrašai V1 ir V2 tušti. Į V1 įrašoma viršūnė nr. A. V1, V2 ir V3 sąrašai organizuojami vektoriaus principu: viršūnės numeris yra masyvo elemento indeksas.

Perskaičius pradinius duomenis, kurie duoti pavyzdyje, gauname tokius masyvus (nuliai praleisti)


Po pirmojo fronto:


Po antrojo fronto:

Po trečiojo fronto (tikslas pasiektas)


VIRUSAI  

2 sprendimas

Uždavinio autorius: Dr. Jonas Blonskis.

Sprendimą parengė: Dr. Kostas Plukas.

Jeigu kompiuterius vaizduosime grafo viršūnėmis, o ryšius – briaunomis tarp viršūnių, tai ieškomas rezultatas atitiks trumpiausią atstumą tarp viruso starto ir finišo viršūnių. Kai kurios viršūnės turi didesnį svorį (yra virusinė apsauga kompiuteryje). 

Ieškant kelio, tokias viršūnes pasiekus, tolesnė paieška iš tos viršūnės nutraukiama, tačiau jos virsta paprastomis. Kitą kartą pasiekus tokią viršūnę, paieška bus tęsiama. Visos paprastos viršūnės, kurios paieškos metu pasiekiamos, iš tolesnio nagrinėjamo sąrašo šalinamos, nepriklausomai nuo to, visi ar nevisi ryšiai buvo panaudoti.

Jeigu eilinio paieškos žingsnio metu pasiektas tikslas, tai žingsnių skaičius atitiks viruso plitimo laiko vienetų skaičių. Priešingu atveju tai bus maksimalus viruso plitimo laiko vienetų skaičius.

Realizacija. Duomenims saugoti reikalingi trys sąrašai

1. Viršūnių (kompiuterių) sąrašas Vir, kur kiekvienai viršūnei užrašomas simbolis T arba N. Viršūnių numeriai atitinka sąrašo eilės numerį (masyvo indeksą).

2. Viršūnių, dalyvaujančių ryšiuose, sąrašas L. Jis sudaromas taip: surašomos visos su pirma viršūne briaunomis susietos viršūnės, po to su antra, trečia ir t.t.

3. Kadangi kiekviena viršūnė turi nevienodą briaunų skaičių, tai sąrašas Lst kiekvienai viršūnei nurodo konkrečios viršūnės duomenų skaičių sąraše L. Pvz., trečios viršūnės duomenys prasideda ten, kur baigiasi antros (pavyzdyje antros viršūnės sąrašo pabaiga yra 5 elementas sąraše L; taigi trečios viršūnės sąrašas prasidės 6 elementu ir baigsis 8).

	Vir
	N
	T
	N
	N
	T
	N
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	Lst
	0
	2
	5
	8
	10
	12
	12
	
	
	
	
	
	
	
	

	L
	2
	3
	3
	1
	4
	1
	2
	5
	5
	2
	3
	4
	
	
	


Sprendimui sudaromi papildomi sąrašai, skirti kelio per viršūnes dinamikai žymėti: viršūnių sąrašas (nagrinėjamos ar jau pašalintos), laiko skaitliukas, dviejų gretimų paieškos žingsnių (esamo ir naujo) viršūnių sąrašai.

VIRUSAI  

3 sprendimas

Uždavinio autorius: Dr. Jonas Blonskis.

Sprendimą parengė: Jūratė Skūpienė

Kompiuterių tinklas vaizduojamas grafu. Kompiuteriai atitinka grafo viršūnes, ryšiai – briaunas. Grafas vaizduojamas dvimačiu loginiu lentele.

Imkime sąlygoje pateiktą pavyzdį:

6 1 4

N 1 2 2 3

T 2 3 3 1 4

T 5 2 3 4

N 6 0

N 3 3 1 2 5

N 4 2 5 2
Grafas bus vaizduojamas žemiau pateikta lentele. 
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Sudarome dar dvi lenteles. Pirmoje bus pažymėta,kurie kompiuteriai turi antivirusines programas:

	Kompiuterio nr.
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Apsauga
	N
	T
	N
	N
	T
	N


Antroje lentelėje saugosime kompiuterių, iš kurių virusas gali plisti toliau, sąrašą. Pradiniu laiko momentu virusas yra kompiuteryje A. Mūsų pavyzdžio atveju tai bus 1-mas kompiuteris.

Sąrašas

	1
	
	
	
	
	


Pradžioje, dar nepraėjo nė vienas laiko vienetas. T.y. laikas :( 0 

Kol sąrašas netuščias arba kol virusas nepasiekė kompiuterio B atliekame žemiau aprašytus veiksmus.

· Imame pirmą sąrašo elementą (viršūnę); Pavadinkime ją V.

· Peržiūrime grafą G. Jei virusas iš kompiuterio V pasiekia kompiuterį U, tuomet:

· Virusas atjungia ryšio linijas G[V, U] ir G[U, V];

· Jei yra antivirusinė apsauga, ji sunaikinama, t.y. Apsauga[V] :( N;

· Jei nėra apsaugos, tuomet iš V virusas plis toliau ir V įtraukiama į sąrašą;

· U išbraukiama iš sąrašo;

· Jei iš kompiuterio V nors viena ryšio linija virusas iškeliavo toliau, tuomet praėjo dar vienas laiko vienetas, t.y. laikas :( laikas + 1

Panagrinėkime pavyzdį. Iš sąrašo paimame pirmą elementą (kompiuteris nr. 1). Iš jo virusas pasieks 2 ir 3 kompiuterius. Atjungiamos ryšio linijos G[1, 2], G[2, 1], G[1, 3], G[3, 1]. Grafas atrodys taip:


	
	1
	2
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	5
	6
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	2
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	6
	
	
	
	
	
	


Sunaikinama 2-ojo kompiuterio antivirusinė apsauga (trečiasis neturėjo):

	Kompiuterio nr.
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Apsauga
	N
	N
	N
	N
	T
	N


Iš antrojo kompiuterio virusas plisti negali, nes susinaikino ir virusas ir apsauga. Iš trečiojo kompiuterio (jis neturėjo apsaugos), virusas plis toliau. Taigi, šis kompiuteris įtraukiamas į sąrašą, o pirmasis (iš jo virusas nebeplis, nes visos ryšio linijos atjungtos), iš sąrašo pašalinamas: 

Sąrašas

	
	3
	
	
	
	


Padidinamas laiko vienetų skaičius: laikas ( laikas+1. 

Ir vėl kartojami aukščiau aprašyti veiksmai. Dar po dviejų laiko vienetų bus pasiektas kompiuteris B ir darbas bus nutrauktas.

274. SLAPTAS PRANEŠIMAS. (X–XII klasėms)
Uždavinio autorius: Mindaugas Plukas.

Sprendimą parengė: Mindaugas Plukas.

Sprendimo idėja. Aiškindamiesi idėją kartu nagrinėsime sąlygoje pateiktą 2 pavyzdį. 

Pranešimas:


0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
Užšifruotas pranešimas: 

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Šifravimo procedūra yra tokia, kad, turėdami užšifruotą ir iššifruotą pranešimus, nesunkiai galime gauti šifro raktą. Iš tikrųjų, iš sąryšio 

Užšifruoto_pranešimo_skaitmuo = (Pranešimo_skaitmuo + Rakto_skaitmuo) mod 2 .   išplaukia:

Rakto_skaitmuo = (Užšifruoto_pranešimo_skaitmuo + Pranešimo_skaitmuo) mod 2 .
Taigi, jei sudėtume moduliu 2 neužšifruotą pranešimą su užšifruotu pranešimu, gautume besikartojantį šifro raktą. 

Pranešimas:


0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
Užšifruotas pranešimas: 

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1





1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
Jei moduliu 2 sudėsime spėjamą seką su ją atitinkančia užšifruoto pranešimo dalimi, rezultatas būtų besikartojantis (nes raktas ne didesnis už pusę spėjamos sekos) šifro raktas, tik bendru atveju cikliškai paslinktas – priklausomai nuo spėjamos sekos pozicijos pranešime. 

Užšifruotas pranešimas: 



1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Spėjama seka (sutinkama nuo 3-ios pozicijos):
    1 1 0 0 1 







    1 0 1 0 1
Iš kitos pusės, jei, moduliu 2 sudėję spėjamą seką su kažkokia to paties ilgio pranešimo dalimi, gausime skaitmenų seką, kurią sudarys besikartojanti, neilgesnė nei [N/2],seka, tai pastaroji seka ir yra tinkamas šifro raktas ( vėlgi, priklausomai nuo nagrinėjamos pozicijos pranešime, galbūt cikliškai paslinktas ).

Galime naudoti tokį algoritmą. Kiekvienai galimai P–N+1 spėjamos sekos pozicijai pranešime sudedame moduliu 2 spėjamą seką su pranešimo dalimi ir patikriname, ar rezultatą sudaro besikartojanti, neilgesnė nei [N/2], seka. Taip nuosekliai randame visus tinkamus šifro raktus ir tarp jų išrenkam trumpiausią.

Paanalizuokime, kaip šis algoritmas veikia su konkrečiu pavyzdžiu:

Užšifruotas pranešimas: 

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Spėjama seka (1-a pozicija):
1 1 0 0 1 





0 0 0 1 0
Pasikartojančios sekos negavome. Bandome spėjamą seką pridėti nuo 2-os užšifruoto pranešimo pozicijos:

Užšifruotas pranešimas: 

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Spėjama seka (2-a pozicija):
  1 1 0 0 1 





  0 1 1 1 1
Pasikartojančios sekos vėl negavome. Perėję prie trečios pozicijos, gausime pasikartojančią seką (tai pateikta aukščiau). Einame prie ketvirtos pozicijos:

Užšifruotas pranešimas: 

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Spėjama seka (4-a pozicija):
      1 1 0 0 1 





      0 0 0 0 1
Pasikartojančios sekos vėl negauname. Taip išbandę visas galimas pozicijas pamatysime, kad trumpesnio rakto už rastąjį 3-ioje pozicijoje (raktas 1 0) negausime.

Nesunku matyti, kad operacijų skaičius, atliekamas pagal šį algoritmą blogiausiu atveju, yra proporcingas (P - N + 1)(([N/2] + [N/2](N).

Pastebėsime, kad sprendimas, perrenkantis visus galimus šifro raktus ir juos tikrinantis, yra daug lėtesnis. Atliekamų operacijų kiekis eksponentiškai auga priklausomai nuo N. Galimų skirtingų raktų yra tiek: (2+4+…+2[N/2])=2([N/2]+1)–2, o kiekvienam raktui, iššifravimas ir spėjamos sekos paieška iššifruotame pranešime (jei ieškosime paprastu būdu) reikalauja operacijų proporcingai P+N((P-N+1). Todėl sprendimas, perrenkantis visus galimus raktus tinkamas tik nedideliems N. Jei N(20, didesniems P jau pasiekiamas laiko limitas. O jei N(25, blogiausiu atveju vykdymo laikas viršijamas mažiausiai 5 kartus; 

6 N





5 T





3 N





4 N





2 T





1 N





Šioje loginėje lentelėje ryšius žymėjome ne loginėmis reikšmėmis (TRUE, FALSE), o skirtingomis spalvomis: TRUE atitinka pilka spalva, FALSE – balta.
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