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Kontrolinis darbas (VII-IX klaséms)

1 Uzduotis. Kiek yra n-zenkliy skaiciy (be nuliy priekyje), kuriy skaitmeny sandauga

yra nelyginis skaicius?

Skaitmeny sandauga yra nelyginis skaiCius tada ir tik tada, kai visi skaicCiaus
skiemenys yra nelyginiai, t.y. kiekvienas skaitmuo gali bUti renkamas iS aibés {
1,3,5,7,9 }. Taigi, kiekvienas iS n skaitmeny gali bdti parinktas 5 iSvardintais

variantais, tad ieskomy skaiciy kiekis lygus 5".

Pavyzdziui, jei n=4, tai tokiy skai¢iy gali biti 5'=625, jei n=10, tai ieskomy skaiciy
gali biiti 5'°=9765625.

2 Uzduotis. Kokiu didziausiu laipsniu galima pakelti skaiCiy 10, kad gautume skaiciy,

kuris nevirsija skaiciaus, gauto iSsprendus pirma uzduotj?

leskomas atsakymas gaunamas iS pirmoje dalyje gauto skaiciaus skaitmeny skaiciaus
atémus vieneta. Pavyzdziui, jei gautas atsakymas yra 625, tuomet Sios dalies
atsakymas lygus 2: 10°=100£625 ir 10°>625. Jei gautas atsakymas lygus 9765625,
tuomet Sios dalies atsakymas lygus  6: 10°=1 000 000£9 765 625  ir
10'=10 000 000>9 765 625.

3 Uzduotis. Kokio didziausio skaicCiaus kvadratas nevirsija skaicCiaus, gauto iSsprendus

pirma uzduot;j?

Kadangi pirmos uzduoties sprendinys lygus 5", tai ieSkomasis skaiius lygus 5" =52 .

Kadangi n — lyginis skaicius, tai 5 reikés kelti sveikuoju laipsniu.



4 Uzduotis. UZrasykite pirmoje uzduotyje gauta skaicCiy dvejetainéje sistemoje.

Skaiciy verciame j dvejetaine sistema, t. y. daliname is dviejy jsimenant liekanas ir

jas uzrasant atvirkscia tvarka:

Pavyzdziui:

625 mod2=1 625 div 2 = 312

312mod 2=0 312 div 2 = 156

156 mod 2 =0 156 div2 =78

78mod2=0 78 div 2 = 39

39mod2=1 39div2=19

19mod2=1 19div2=9

9mod2=1 9div2=4

4mod2=0 4div2=2

2mod2=0 2 div 2 = 1 (pirmasis skaitmuo)

Gavome: 625,0,=1001110001,

5 Uzduotis. Kokj skaiciy gautume, jeigu is dvejetainio skaiCiaus, gauto issprendus 4-tg
uzduotj, pasalintume visus nulius ir gauta dvejetainij skaiCiy uzrasytume desimtaine

sistema?

Pasinaudokime tapatybe : ]]1_'222[5 =2"-1

k- vienety

PavyzdZiui, pasaline vienetus i$ 1001110001, gauname 11111,=2°—1=32-1=31



Kryziukai — nuliukai (VII-IX klaséms)

Uzdavinys yra paprastas: pagal padaryty éjimy skaiciy galime nuspresti, kurio zaidéjo
éjimas (jei padarytas lyginis éjimy skaiCius — turés eiti zaidziantysis nuliukais, jei
nelyginis — kryziukais). Tuomet galima isnagrinéti visus variantus, kadangi juy skaiCius

néra didelis.

Pagal Zaidimo taisykles, zaidéjo tikslas sudéti bent 5 simboliy ,J A

JT R

<

ilgio granding. Kadangi galime atlikti tik vieng €jima, tai ~— x y

prasmingiausia ieskoti jau egzistuojanciy pradéty grandiniy ir

bandyti jas testi arba sujungti dvi.

Bendras uzdavinio sprendimo algoritmas galéty atrodyti taip:

1. Paeiliui nagrinéjame visus lentoje esancius savus zenklus

(tuos, kuriais zaidziame);

2. Aplink kiekviena Zenkla visomis kryptimis bandome atlikti

€jima ir tikriname, ar laimime.

Sprendziant uzdavinj pateiktuoju algoritmu reikia saugotis ir nejtraukti tarp rezultaty

to paties éjimo kelis kartus (zidréti antra pavyzdj).

Kadangi éjimy koordinatés kinta labai placiuose réziuose, tai zaidimo situacijos
nepavyks issaugoti dvimaciame loginiame masyve, nes pritriks atminties. Problema
galime isspresti naudodami paprasciausiag vienmatj éjimy koordinaciy masyva. Nors
tokig struktlirg néra patogu sparciai analizuoti (norint suzinoti, ar langelyje yra
padétas koks nors zenklas, reikia patikrinti visus masyvo elementus), greicio

problemy nekils, nes éjimy gali buti daugiausiai 100.



Suo Deilas ir avys (VII-I1X klasés)

Uzdavinj galima bandyti spresti tiesiogiai realizuojant algoritma, aprasyta salygoje,
taCiau tam reikéty kiekviename zingsnyje laikyti visa eilute atmintyje. Kadangi
atminties turime tik 16MB, eiluté, ilgesné negu 2% skaiciy (~4 min. jrasy po 4 baitus),
nebetilps, o salyga numato iki 2*° aviy. Galima bandyti sugalvoti gudresnj algoritma,
taupantj vieta, taCiau daug paprasCiau uzdavinj iSspresti pasinaudojus uzdavinyje

aprasyto skaicCiavimo algoritmo simetriskumo savybe:
Jei m-oji avis gavo numerj n, tada n-oji avis gavo numerj m.

IS Sios savybés isplaukia, kad norint suzinoti, koki numerj gavo n-oji avis, uztenka
iSsiaiskinti, kokia numerj n gavusios avies vieta. Tai padaryti daug paprasciau, nes
nebereikia laikyti atmintyje visos eilutés — kiekviename zingsnyje uZztenka
suskaiCiuoti tik numerj n gavusios avies pozicija, kuri priklauso nuo vienintelio

skaicCiaus — avies, turéjusios numerj n praeitame zingsnyje, pozicijos.

Pavyzdyje matyti, kad visuose zingsniuose avies 7 numeriu pozicija sutampa su 7-
osios avies numeriu. Pirmoje eilutéje 7-a avis turi 2 numerj, 2-a avis turi 7 numerij,

antroje eilutéje 7-a avis turi 3 numerj, o 3-a avis turi 7 numerj ir t.t.

leskoma skaiciy randa toks algoritmas:

rasti_numerj (m, K): 1123 ]|4|5|6 |7 |8

kaire = 1

desine = 2* 8 7 6 5 4 3 2 1

pozicija=m

while kairé = desiné do: 5 6 7 8|1 23 4
pozicija = desiné — (pozicija — kaire) 6 58 72 1|4 3
riba = (kairé + desiné — 1) / 2 6|5 8|Z 2|1 4|3
if pozicija < riba:

then desiné = riba
else kairé=riba+1
return pozicija

Kiekvienoje algoritmo iteracijoje skirtumas desiné-kairé sumazéja perpus, todél
algoritmo sudétingumas logaritminis — O(log; n).




Burbuliuky girlianda (VII-XI1 klaséms)

1 Didziausio girliandos aukscio radimas.
Uzdavinj suvedame j ilgiausio kelio paieska medyje:

@ Pasirenkam bet kurj medzio lapa (lapas - medzio virsiné, turinti tik viena
kaimyna) (L1).

@ Surandame ilgiausia kelia is lapo L1 (taikome bangos algoritma). Lapa kuris yra
toliausiai nutoles nuo L1 pazymime L2.

@ Surandame ilgiausia kelia is lapo L2 (banga). Lapa kuris yra toliausiai nutoles
nuo L2 pazymime L3.

@ llgiausias kelias medyje bus nuo L2 iki L3.

Zemiau pateikti paveikslai iliustruojantys $j

2 pav. Toliausiai nuo lapo L2=13 nutoles
lapas yra lapas L3=12; DidZiausias
galimas girliandos aukstis lygus atstumui
tarp L2 ir L3, t.y. 8.

1 pav. Pasirinkome bet kurj lapg L1=7;
Toliausiai nuo Sio lapo nutoles yra lapas
L2=13

algoritma.



2 Girliandos kabinimas ant kito burbuliuko.

Siai daliai nereikalingas joks specialus algoritmas ar metodas. Tiesiog j pirma lygi
jdedame duotajj burbuliuka. | antra lygi dedame visus burbuliukus kurie yra sujungti
su duotuoju burbuliuku (nepamirstame jy isrikiuoti numeriy didéjimo tvarka). Pildant
trecia lygj nereikia pamirsti, kad i ji nereikia déti visy antro lygio burbuliuky kaimyny

- vienas kaimynas jau yra pirmame lygyje. Tai taikoma ir tolimesniems lygiams.

Siam uZdaviniui patogu saugoti ne visus Zemesniame lygyje esancius burbuliukus, o
tik viena, patj kairiausia (turintj maziausig numerj). Kiekvienas burbuliukas taip pat
turéty nuoroda j desiniau saves esantj kaimynga (nuorodas tarp burbuliuky galima
realizuoti rodyklés arba masyvo pagalba). Juk perkabinant girlianda ant kito
burbuliuko mums perrikiuoti viso vaiky saraso nereikia: reikia i jj tik jterpti nauja
burbuliuka (burbuliuka is aukstesnio lygio) ir po to vieng burbuliuka isimti (burbuliuka

naujai tapusj tévu). Sios operacijos sarase atliekamos labai greitai.



Epidemijos modeliavimas (VII-XII klasés)

Uzdavinj modeliuosime grafais. Pauksciai atitiks neorientuoto grafo virsines, o
nuolatiniai kontaktai — grafo briaunas. Grafas gali buti nejungus, t.y., jame gali
egzistuoti keletas jungiy komponenciy, kuriuos toliau sprendimo aprasyme
vadinsime paukscCiy seimomis. Reikia atkreipti démesj | tai, kad Seimag gali

sudaryti tik vienas paukstis.

Didziausio galimo uzsikrétusiy epidemijos metu skaicCiaus radimas (VII-XII

klases)

uzsikrétusiy pauksciy bus daugiausia, jei uzsikrés is seimos tik po vieng paukstj ir

iS kuo gausesniy seimy.

Taigi, bus taikomas godusis algoritmas. Reikia rasti visy Seimy dydzius (t.y. kiek
jos yra nariy) ir surikiuoti juos nedidéjancia tvarka. leskomas skaicius bus lygus

pirmyjy K sekos nariy sumai.

Salygoje pateikto pavyzdzio atveju baty 15 seimy: 13 Seimy turi po vieng pauksti,
1 Seima turi 2 paukscius ir dar viena seima — 5 paukscius. ISrikiave gautume: 52 1

111111111111.

Zinoma, kad uZzsikrété 3 pauksciai. Tad didZiausias galimy uZsikrétusiy pauksciy

skaiCius lygus: 5+2+1=8.

Liko klausimas kaip suskaicCiuoti kiek ir kokio dydzio yra pauksciy seimy (t. y.
reikia rasti kiek yra jungiy grafo komponenciy ir kiek kiekviena komponenté turi

virstiniy). Tam galima panaudoti paieska j gylj.



Maziausio galimo uzsikrétusiy epidemijos metu skaiciaus radimas (X—XII

klases)

Tarkime, seimy dydziai sudaro tokia nemazéjancia seka: Si,Sz,...,Sz, Kur Z yra
Seimy skaicius. Nesunku parasyti algoritma, paremta dinaminio programavimo
principais, kuris randa visas jmanomas sumy, kuriy démenys paimti is aibés

{s1,52,...,Sz}, reikSmes. Maziausia is ty reiksmiy, kurios skaicius nevirsija K ir yra

ieskomas maziausias galimas uzsikrétusiy pauksciy skaicius.

Pavyzdys

Tarkime pradiniai duomenis yra tokie kaip Zemiau pateiktoje lenteléje.

ol

ARPPRON
o UTWN

Siuo atvejy yra trys $eimos, t.y. Z=3: {1, 2, 3}, {4, 5, 6} ir {7}. PauksCiy skaicius
seimose yra 3, 3, 1. Kadangi K > Z, todél blogiausiu atveju uzsikrés visi pauksciai.

Visos galimos sumos is skaiciy 1,3,3 yra aibé { 1,3,4,6,7}.

Matome, kad tarp ty reikSmiy artimiausia K reiksSmei (iS virSaus) yra 6. Taigi,

geriausiu atveju gali uzsikrésti 6 pauksciai.



Kauliuko kelione (X-XI1 klases)

Paprastesnis uzdavinys

Kadangi uzdavinio sprendimui svarbis keli principai, i$ pradziy paaiskinsime vieng i$

ju — paieska platyn, iSspresdami paprastesnj uzdavini:

Zaidimo lenta — staciakampis languotas popieriaus lapas, kurj sudaro balti ir juodi
langeliai. Kauliukg is vieno langelio galime perkelti j vieng is gretimy keturiy,
paversdami jj ant vieno i$ keturiy Sony — tai vadinama éjimu. Zaidimo tikslas —
atliekant kuo maziau éjimy perkelti kauliukg is langelio (xa, Ya) i langelj (Xp, Yb).
Kauliukg statyti galime tik baltuose langeliuose. UZduotis: suskaiciuoti, per kiek

maZiausiai éjimy pakanka kauliukui perkelti.

Uzdaviniui spresti naudosime paieskos platyn principa. Trumpiausius atstumus
(reikalingy éjimy pasiekti Siam langeliui skaiciy) iki kiekvieno langelio saugosime
dvimacCiame masyve ATsTUMAS. Norédami isvengti tikrinimo, ar keldami kauliuka

,nepabégsime* is masyvo, lentele apibrésime juodais langeliais.

Pradzioje atstuma iki kiekvieno balto langelio pazymime begalybe (programuojant -
pakankamai dideliu skaiciumi), o iki juody langeliy — minus vienetais (arba bet kokiu

kitu sutartiniu neigiamu skaiciumi).

Toliau aprasomas algoritmas naudoja duomeny struktiira eile, palaikancia tris
operacijas: jtraukti elementa j eilés gala, iSimti elementa iS eilés pradzios ir

patikrinti, ar eilé netuscia. Eile paprasta realizuoti masyvu.

Maziausia reikalingy éjimy skaiciy apskaiciuoja Sis algoritmas:

Pazymime ATSTUMAS[Xa][Ya] = O;
Langelio (Xa, Ya) koordinates jtraukiame j eilés gala;
Kol eilé netuscia, kartojame:
IS eilés pradzios paimame langelio koordinates (x, Y);
Nagrinéjame kiekviena is keturiy gretimy langeliy (x~, y°):
Jei ATSTUMAS[X ][y "] > ATSTUMAS[X][Y] + 1:
Pazymime ATSTUMAS[X ][y"] = ATsTUMAS[X][y] + 1;
Langelj (x~, y") itraukiame j eilés gala;
Atspausdiname ATSTUMAS[Xp][Ybl;

10



Eiléje pirmiausia atsidurs pradinis langelis (xa, Ya), tuomet visi langeliai pasiekiami is

pradinio langelio vienu éjimu, tada visi pasiekiami dviem éjimais ir t.t. Kiekvienas

pasiekiamas langelis i eile bus jtraukiamas lygiai vieng karta. Taigi baigus vykdyti

algoritma, masyve ATSTUMAS bus surasyti trumpiausi atstumai iki kiekvieno pasiekiamo

langelio.

Zemiau pateikti paveikslai iliustruoja Zaidimo lentg bei masyva ATSTUMAS pries ir po

algoritmo vykdymo.

-1

co

-11-1

-1

-1

-1

Zaidimo lenta.

vykdant algoritmag.

Kauliuko kelione

Atstumy masyvas pries

A1
4| 2] 1] 2] 3]
1| 1] o= 4[4
| 23] 6|51
|31 7|6
EEEEE

Atstumy masyvas
jvykdZius algoritmg.

Uzdavinio ,,Kauliuko kelioné“ sprendimas yra panasus j ka tik aptartajj, taciau svarbu

atsizvelgti i kelis dalykus:

1) reikia laikytis pagrindinés zaidimo taisyklés — kauliukas visalaik turi atvirsti

tokiu akuciy skaiciumi, koks yra jrasytas langelyje

11




2) i ta patj langelj kauliuka galima atristi keliais skirtingais budais (t.y. kauliukas
gali atsidurti langelyje skirtingai pasuktas), o nuo to priklauso, kokius tolimesnius

éjimus galésime atlikti. (zr. pav. apacioje)

3/5]4
6|5|6
1136

Zaidimo lenta. Pirmg éjimg atlike kairén, Pirmg éjimg atlike desinéen,
pasiekiame vidurinj langelj, pasiekiame vidurinj langelj ir
bet toliau negalime atlikti laimime Zaidimag.

jokio ejimo.

Taigi langelio koordinatés nevisiskai apibidina kauliuko pozicija — reikia saugoti, kaip
pasuktas kauliukas stovi langelyje. Vienas is budy (nors ne pats efektyviausias, bet
paprastas) saugoti kauliuko pasisukima — jsiminti, koks akuciy skaiCius yra priekyje
(nepainioti su virsumi). Tuomet kauliuko pozicija vienareikSmiskai apibudina trejetas
(x, Y, p), kur (x, y) yra kauliuko koordinatés lentoje, o p — akuciy skaiCius priekyje

(skaicius nuo 1 iki 6).

Masyve ATSTUMAS saugosime trumpiausig atstuma iki kiekvienos galimos kauliuko

pozicijos (taigi naudosime trimatj masyva).

Zinodami kauliuko pozicija (x,y, p), galime vienareik$miskai apskaiciuoti, kaip
atsiversty kauliukas, jei atliktume kokj nors éjima (virsun, apacion, kairén arba
desinén). Toliau pateikiamame algoritme $j darba atlieka funkcija PariTUs': jai
perduodama dabartiné kauliuko pozicija (x, y, p) ir €jimo numeris k (pavyzdziui,
skaicius nuo 1 iki 4), o grazinama reikSmé - naujos koordinatés (x, y), akuciy skaicius
priekyje p, bei akuciy skaicius virsuje v (Sio skaiCiaus mums reikés patikrinimui, ar

bandomasis €jimas nepriestarauja pagrindinei zaidimo taisyklei).

! Kaip paprastai realizuoti funkcija PARITUS, Zilrékite uzdavinj sprendziancioje programoje.
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Tuomet uzdavinj sprendzia sis algoritmas:

( Suskaiciuojami trumpiausi atstumai iki kiekvienos pozicijos )

Visiems galimiems kauliuko pasukimams pradiniame langelyje pa:
Pazymime ATSTUMAS[Xa][Yal[Pa] = O;
Pozicija (Xa, Ya, Pa) itraukiame j eilés gala;
Kol eilé netuscia, kartojame:
IS eilés pradzios paimame pozicija (x, Y, p);
Kiekvienam is keturiy galimy éjimy k:
X",y ,p ,V) =PARITUS(X, Y, P, K);
Jei v = skaiCius[x " ][y"] (t.y. éjimas legalus):
Jei ATSTUMAS[X ][y " 1[p"] > ATsTumAs[X][y][p] + 1:
Pazymime ATSTUMAS[X ][y 1[p"] = ATsTtumas[x][yl[p] + 1;
Langeli (x", y~, p) itraukiame i eilés gala;

( Apskaiciavus trumpiausius atstumus iki kiekvienos pozicijos,
reikia isrinkti artimiausiq pozicijq, kurios koordinatés (xp, Yp) )

PaZymime ATSAKYMAS = «;

Visiems galimiems kauliuko pasukimams galiniame langelyje py:

Jei ATSAKYMAS > ATSTUMAS[Xp][Yb][Pbl:
Pazymime ATSAKYMAS = ATSTUMAS[Xb][Yb][Pol;
Atspausdiname ATSAKYMAS;

Efektyvumas

Su vienu eilés elementu atliekamy veiksmy skaicius yra O(1) (konstantinis,

nepriklausantis nuo pradiniy duomeny dydzio). Kadangi kiekvienas lentos langelis i

eile jtraukiamas tikrai ne daugiau negu keturis kartus, o langeliy yra M-N, tai

algoritmo sudétingumas yra O(M-N), visiskai pakankamas uzdaviniui isspresti su visais

galimais pradiniais duomenimis.
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Karo akademija (X-XII klaséms)

Jeigu Karo akademijos uzdavinio pradinius duomenis - zZvaigzdziy ir joms

0|21
priskirty pavadinimy pory aibe - surasysime i N" N dydzio lentele, kurios 11110
i-ojoje eilutéje ir j-ajame stulpelyje jrasysime, kiek karty pradiniuose 11210

duomenyse kartojasi pora (i, j), iS pavyzdyje pateikty duomeny gausime lapo virsuje

desinéje pavaizduotg lentele.

Uzdavinj performuluojame taip: lentelés kiekvienoje eilutéje ir kiekviename
stulpelyje reikia isrinkti lygiai po vieng langelj taip, kad isrinktuose langeliuose

jrasyty skaiciy suma bty maksimali. Tai yra tiesinis priskyrimo uzdavinys.

Klasikinis optimalaus priskyrimo uZdavinys skamba mazdaug taip: N darbininky reikia
atlikti N uzduociy, duota NN dydzio lentelé, kurios kiekvienoje lasteléje jrasyta,
kiek ,kainuos“ jei m-gja uzduotj atliks n-asis darbininkas (darbininky ijkainiai
skiriasi).

Pateiksime du Sio uzdavinio sprendimo bidus: maksimalaus suporavimo ir Vengriskajj

algoritma.

Maksimalus suporavimas svoriniame dvidaliame grafe

Galima suformuoti svorinj dvidalj grafg is N+N virstniy:

ZvaigZdés numeris

ZvaigZdeés pavadinimas
1 2 3
Siame grafe reikia rasti maksimalaus svorio suporavima. PradZioje laikykime, kad nei
vienam zvaigzdés numeriui néra priskirta nei vieno zvaigzdés pavadinimo. Tarkime,
kad pirmam Zzvaigzdés numeriui priskyréme antra pavadinima, Siame priskyrime

dalyvaujancias grafo virstines ir briaunas pazymime:

14



Tolimesnei paieskai apibrésime ,didinancio“ kelio savoka. ,Didinanciu“ keliu
svoriniame dvidaliame grafe vadinsime kelia, kuris prasideda nuo vieno is zvaigzdziy
pavadinimo, baigiasi ties bet kuria dar nepazyméta grafo virsiine, o nepazyméty kelig
sudaranciy briauny svoriy suma yra didesné uz pazyméty briauny suma. Be to,
grieztai kas antra Sio kelio briauna yra pazyméta, o likusios - nepazymétos. Tokio
kelio svoriu vadinsime jj sudaranciy nepazyméty ir pazymeéty briauny svoriy skirtuma.
Pavyzdyje kelias 3-1-2-3 yra ,didinantis“, jo svoris — 1. Maksimalaus svorio

suporavima galima rasti kartojant Siuos zingsnius:
@ ieskome maziausiai briauny turinc¢io maksimalaus svorio ,,didinancio“ kelio;

@ jeigu toki randame, jj sudarancias nepazymeétas briaunas sukeiciame su

pazymétomis, priesingu atveju, radome maksimalaus svorio suporavima.

Didinantis kelias | - 2-1 (2) 3-1-2-3 (1) 1-2 (1)
(svoris)

Dvidalis grafas 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Vengriskas algoritmas
Vengriskas algoritmas - tai optimalaus priskyrimo uzdavinj sprendziantis algoritmas,
kuri, apibendrines dviejy vengry matematiky - Denes Konig ir Jené Egervary —

darbus, sukudré ir 1955 metais publikavo Harold Kuhn.
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Uzdavinys taikant Vengriskajj algoritma sprendziamas tokiu bidu. Tarkime, ieSkome

minimalios ,,kainos“:

Zingsnis

Atliekami veiksmai

Pavyzdys

0

Imama pradiné lentelé

2

3

e

1
1
2
1
2

1
2
1
2

ol I —

— DD Lk |

[am—y

Kiekvienoje lentelés eilutéje surandame
minimalig reiksme ir jg atimame is$ kiekvieno
tos eilutés elemento. Taip kiekvienoje
lentelés eilutéje gauname bent po viena nulj.

LT B B Rl O

pa e R e N

o' I o T Y

Lenteléje pazymime tuos nulius, kurie yra
vieninteliai savo eilutéje arba stulpelyje.
Pazymédami nulj, kuris yra vienintelis savo
stulpelyje, uzdengiame lentelés eilute, kuriai
jis priklauso. O pazymédami nulj, kuris yra
vienintelis savo eilutéje, uzdengiame lentelés
stulpelj, kuriam jis priklauso.

Pavyzdyje pirmoje eilutéje ir Kketvirtame
stulpelyje esantis nulis yra vienintelis savo
stulpelyje, nes Siame stulpelyje néra nei vieno
neuzdengto nulio. Pazyméje Si nulj
uzdengiame eilute, kuriai jis priklauso.
Daugiau zyméjimui tinkamy nuliy lenteléje
néra.

Toliau zymeédami ir tikrindami, ar nuliai yra
vieninteliai savo eilutéje ar stulpelyje,
uzdengtus nulius (esanciy uzdengtoje eilutéje
ar stulpelyje) ignoruojame.

Pazymédami nulj atliekame atitinkamos
uzduoties priskyrima darbininkui. Masy tikslas
- atlikti lygiai N priskyrimy. Pereiname j 3
zingsnj.

._..
o o e | = o e | |

[ B B -0 Vo

|l 2=

Lo A e T AN |

HEE  EgEEpaE

Toliau nagrinéjame, kokioje busenoje yra
lentelé. Galimi trys variantai:
@ atlikome N priskyrimy, taigi baigiame
darba;
@ lenteléje yra neuzdengty nuliy,
pereiname j 4 zingsnj;
@ visi nuliai lenteléje yra uzdengti,
pereiname j 5 zingsnj.
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Pazymime bet kuri neuzdengta nulj. Kartu
uzdengiame jo eilute ir stulpelj. Pereiname j 2
zingsnj.

Lo N0 e (o (AT

Priklausomai nuo to, ar vykdéme 4 Zzingsni,
pereiname i:

@ 5.1 zingsni, jei vykdéme 4 Zingsni;

@ 5.2 zingsnj, jei nevykdéme 4 zingsnio.

5.1

leskome minimalaus skaiciaus linijy (eiluciy
arba stulpeliy), kuriomis galima uzdengti visus
nulius lenteléje, tokiu badu:
@ pazymime eilutes, kuriose néra nei
vieno pazymeéto nulio;
@ pazymime stulpelius, kurie turi nuliy
pazymétose eilutése;
@ pazymime eilutes, kuriose  yra
pazyméty nuliy is pazyméty stulpeliy.
Paskutinius du zingsnius kartojame tol, kol
atliekame nors viena pakeitima zZymeéjimuose.
Tada uzdengiame pazymétuosius lentelés
stulpelius ir nepazymétasias lentelés eilutes.
Sioje vietoje pamiritame, kad jau vykdéme 4
algoritmo Zingsnj ir pereiname j 5.2 zingsnj.
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5.2

Surandame minimalia neuzdengta reikSme
lenteléje ir ja atimame i$ visy neuzdengty
lentelés reikSmiy bei pridedame prie visy
lentelés reiksSmiy, ties kuriomis kertasi eilutés
ir stulpelius dengiancios linijos. Atidengiame
visas lentelés eilutes ir stulpelius. Pereiname i
2 Zingsnj.
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Miesto tvarkymas (X-XII klasés)

Pasidilyti rikiavimai nusako santykj NEANKSCIAU tarp darby pory.

NEANKSCIAU(B, A) reidkia, kad darbas B negali biiti atliekamas ankstesne diena nei
darbas A.

IS pradiniy duomeny zinome, kad jei darbas B kazkokiame pasitlytame rikiavime
paminétas véliau nei darbas A, tai NEANKSCIAU(B, A) yra tiesa. Taciau Sis santykis yra
tranzityvus, t.y. jei NEANKSCIAU(C, B) ir NEANKSCIAU(B, A), tai NEANKSCIAU(C, A).
Tuo remiantis turime apskaiciuoti santykj NEANKSCIAU tarp visy darby pory.

Tai galima atlikti naudojant tranzityvaus uzdarinio radimo algoritma.

Algoritmo idéja yra tokia. Jei NEANKSCIAU(A;, Ay) todél, kad NEANKSCIAU(A1, Ay),
NEANKSCIAU(A,, As), ..., NEANKSCIAU(Am.1, Am), tai sakysime, kad NEANKSCIAU(A;,

An) apskaiciuotas pasinaudojant tarpiniais darbais A; ,As, ..., An1.

Tegu NEANKSCIAUx , bus nepilnas santykis NEANKSCIAU, apskaiciuotas tik toms darby
poroms, kurioms tai galima padaryti pasinaudojant tik tarpiniais darbais 1,2,...,K.
Nesunku matyti, kad turédami NEANKSCIAUx nesunkiai galime apskaiciuoti

NEANKSCIAUk, 1 :

NEANKSCIAUk.1 (B,A) tada ir tiktai tada, kai NEANKSCIAUk(B, K+1) ir
NEANKSCIAUK(K+1, A).

Taigi, iteruodami K nuo 1 iki N, apskaiciuosime santykj NEANKSCIAU tarp visy darby
pory. Pastebésime, kad pradiniam santykio NEANKSCIAU jvertinimui (t.y.
NEANKSCIAUo) i8 pageidaujamy rikiavimy uZtenka paimti tik gretimy darby poras —

visos kitos priklausomybés bus apskaiciuotos.

Jei NEANKSCIAU(B, A) ir NEANKSCIAU(A, B), tai A ir B privalo biiti atliekami ta pacia
diena; sakysime, kad tokie darbai yra lygds. Visi darbai gali buti suskirstyti j
nesikertancias grupes, kai kiekvieng grupe sudaro visi tarpusavyje lygds darbai. Tai

galima atlikti taip: imame bet kurj darbg ir priskiriame i nauja grupe sj darbg ir visus
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darbus, lygius jam; ta patj kartojame darbams, dar nepriskirtiems jokiai grupei.

Bet kurioms dviems grupéms, visi vienos grupés darbai gali biti atliekami pries visus
kitos grupés darbus. IS tikryjy, jei visy grupés {Ai,...,An} darby negalétume atlikti
pries visus grupés {Bi,...,Bm} darbus arba atvirksciai, tai reiksty, kad egzistuoja
tokie i,j,k,I, kad NEANKSCIAU(A;, B;) ir NEANKSCIAU(Bk, Aj). Taiau tada, jvertinus,
kad NEANKSCIAU(B;, Bk), NEANKSCIAU(B, Aj) ir NEANKSCIAU(A;, Aj), gautume, kad
NEANKSCIAU(B;, Ai). Kadangi taip pat turime, kad NEANKSCIAU(A;, B;), tai reikskty,

kad B; ir Ai lygus ir turéty priklausyti vienai grupei - gautume priestara.

Taigi tarp darby grupiy yra santykis GRUPE_NEANKSCIAU, nusakomas taip: dviem
darby grupéms G ir H, GRUPE_NEANKSCIAU(G,H) tada ir tiktai tada, kai kaZkoks
grupés G darbas negali eiti anksCiau nei kazkoks grupés H darbas. Santykis
GRUPE_NEANKSCIAU yra tranzityvus bei antisimetrinis (t.y., jei
GRUPE_NEANKSCIAU(G,H) ir GRUPE_NEANKSCIAU(H,G), tai G ir H yra ta pati grupé).
Nesunku parodyti, kad dél 3iy savybiy santykis GRUPE_NEANKSCIAU neturi cikly ir
grupes galima isrikiuoti taip, kad Sio santykio bity laikomasi. (Jrodyma paliekame

kaip savarankiska pratima).

Darby negalima atlikti per daugiau dieny nei yra grupiy. IS kitos pusés, grupes galima
iSrikiuoti taip, kad kiekviena dieng blty atliekam tik vienos grupés darbai. Taigi
ieskomas dieny skaicius lygus grupiy skaiciui. Pacias grupes paprasciausia isrikiuoti
pasinaudojant bet kuriuo pageidaujamu rikiavimu, kadangi grupiy tvarka negali jam
priestarauti. Jei pageidaujamas darby rikiavimas yra ry,r,,...,ry, tai pirma grupé turi
buti grupé, kuriai priklauso darbas ry; visus Sios grupés darbus (t.y darbus lygius ry)
pasalinam is rikiavimo. Tada, jei rx yra pirmas likes darbas, tai antroji grupé yra
grupé, kuriai priklauso ry. Visus Sios grupés darbus taip pat pasalinam ir tesiam

procesa, kol bus surikiuotos visos grupés.

Pateikto algoritmo efektyvumo jvertinimas. Duomeny jvedimas ir darby pory
jsiminimas reikalauja O(N? + R-N) veiksmy, tranzityvaus uzdarinio radimas O(N?),
grupiy suformavimas ir iSvedimas O(N?). Taigi bendras algoritmo atliekamy veiksmy

sakiCius yra O(N® + R-N).
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